SUR LA STRUCTURE TRANSVERSE A UNE ORBITE 
NILPOTENTE ADJOINTE. 



HERVE SABOURIN 

Abstract. We are interested in Poisson structures transverse to nilpotent adjoint 
orbits in a complex semi-simple Lie algebra, and we study their polynomial nature, 
introduced in ([CU-RO]). Furthermore, in the case of sl n , we construct some families 
of nilpotent orbits with quadratic transverse structures. 



0. Introduction 

L'objet de ce travail est une contribution a l'etude de la structure de Poisson transverse 
a une orbite nilpotente adjointe dans une algebre de Lie semi-simple complexe. 

Soit g une telle algebre de Lie, G son groupe adjoint. Chaque G-orbite nilpotente O est 
entierement caracterisee par la donnee d'un s/2-triplet (h, e, /), oil e est un generateur de 
l'orbite et h sa caracteristique. L 'algebre g est identified a son dual g*, via la forme de 
Killing, et peut ainsi etre munie de la structure de Lie-Poisson correspondante. On 
sait alors realiser la structure de Poisson transverse a O dans g, en choisissant un 
supplemental quelconque n du centralisateur g e de e dans g et en considerant la variete 
affine N = e + tv 1 . On sait, d'apres A.Weinstein ([WE]), que les structures de Poisson 
transverses associees a deux supplementaires sont necessairement isomorphes. 

Dans ([SG]), M.Saint-Germain a remarque que si Ton definit un systeme de coor- 
donnees locales (q) — (qi, ■ ■ ■ , q n ) pour N, alors la structure de Poisson est a coefficients 
rationnels en la variable (q). Dans ([CU-RO]), R.Cushman et M.Roberts ont considere 
le supplementaire n = /mad / et ont montre que, pour un tel choix, la structure de 
Poisson transverse etait polynomiale en la variable (q) . 

Nous considerons alors l'ensemble Mh des supplementaires ad /i-invariants de g e et 
montrons que, pour tout element de cet ensemble, la structure transverse correspondante 
est encore polynomiale. 

Nous proposons, par ailleurs, dans l'exemple de l'orbite sous-reguliere de s/(4, C), un 
supplementaire qui n'est pas /i-invariant pour lequel la structure transverse n'est pas 
polynomiale, ce qui justifie l'introduction de la variete Mh- 

A chaque supplementaire /i-invariant n, on peut done associer le degre degx de 
la structure transverse correspondante, defini comme etant le le degre maximum des 
polynomes intervenant dans la structure de Poisson. Naturellement, la question se pose 
de savoir si cette notion de degre peut etre definie de maniere intrinseque, e'est-a-dire 
independamment du choix du supplementaire choisi dans Mh- 

Nous considerons a nouveau, a ce sujet, l'exemple de l'orbite sous-reguliere de s/(4, C) 
et donnons deux supplementaires /i-invariants dont les structures transverses sont de 
"degre" distincts, ce qui repond negativement a la question posee. 
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Nous nous interessons enfin au cas des structures transverses "quadratiques" , c'est-a- 
dire des structures polynomials de degre au plus egal a 2. Selon la terminologie intro- 
duce par M.Roberts ([RO]), on considere les orbites conormales, celles pour lesquelles 
le centralisateur g e possede un supplementaire qui est une sous-algebre. La structure 
transverse correspondant a un tel supplementaire est alors quadratique ([OH]). Nous 
montrons dans le paragraphe 3 que toute orbite nilpotente "spherique" est une or- 
bite conormale et, dans le cas sl n (C), nous construisons une famille d'orbites nilpo- 
tentes conormales, contenant entre autres les orbites spheriques et l'orbite reguliere, 
generalisant en cela certains resultats de M.Rais ([RA]). 

L'exemple de l'orbite sous-reguliere de sU(C) nous permet d'exhiber une structure 
transverse quadratique associee a un supplementaire qui n'est pas une sous-algebre. 
Reciproquement, on peut se demander si toute structure transverse d'une orbite conor- 
male est quadratique; nous donnons pour finir un exemple dans sZs(C) qui repond 
negativement a cette question. 

Je tiens a remercier tout particulierement M.Rais et M.Duflo pour les frequents 
echanges ou nombreuses discussions fort utiles que nous avons eus sur ce sujet. Je 
tiens aussi a remercier M.Saint-Germain pour l'attention qu'il a su porter a ce travail. 

1. Structure transverse a une orbite coadjointe. 

1.1. Soit g une algebre de Lie complexe, G son groupe adjoint, g* son dual. On sait 
que g* peut etre munie d'une structure de variete de Poisson et on notera A le tenseur 
de Lie- Poisson correspondant . En tout point /j 6 g*, on identifie l'espace cotangent 
T*g* avec g et, moyennant cette identification, on definit A par : 

VX,Yeg,A li (X,Y)= f jL([X,Y]) 

Les feuilles symplectiques dans g* sont les orbites coadjointes et, selon A.Weinstein 
([WE]), on peut done definir pour chaque orbite G.fx une structure transverse, e'est-a- 
dire une sous-variete N de g* contenant //, telle qu'en chaque point v d'un voisinage U 
de n dans N, on ait: 

T uQ * = T u (G.fi)+T u N 

Selon A.Weinstein, on sait de plus que cette structure transverse est unique a un iso- 
morphisme de varietes de Poisson pres. 

1.2. Pour construire une telle structure transverse, on procede de la maniere suivante 
(voir M.Saint-Germain ([SG]) : On considere le centralisateur g M de jj, dans g et un 
supplementaire quelconque n de g M . On note n° (respectivement g^'°)l'annulateur de n 
(respectivement de g^) dans g* et on a : 

g* = g»>° © n ° 

On pose : N = /j, + n°. 
On voit facilement que : 

T^G.fi) = g.fi = T,N = n° 

Ceci permet de constater que N est bien transverse a G.fi au point jj, et on verifie que 
cette propriete reste vraie dans un voisinage bien choisi de \x dans N. 

Pour determiner le tenseur de Poisson A N de la variete de Poisson N ainsi definie, 
on peut utiliser la formule dite "formule des contraintes de P.A.M. Dirac" , donnee par 
P.G.Bergmann et I.Goldberg ([BE-GO]). 
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Soit (Zi)i<i<k une base de g M et (Xj)i<j< p une base du supplementaire n. Un systeme 
de coordonnees lineaires pour un element quelconque <p de g* est alors donne par : 

Zi(<p) = ^(Zd^jiv) = <p(Xj),V(i,j), 1 < i < k, 1 < j <p 

En particulier, on notera : fj, = (/ii, . . . , /i n ) les coordonnees de \i. 
Soit U un ouvert de g*. On a : 

N n U = W e U, Xj (<p) = l < j < P } 

Ainsi, l'application ip — > (zi(tp), . . . , zj,(<p)) est une carte de N. 
Soit (i, j, I, m), 1 < i, j < k, 1 < I, m < p et v e n°. On pose : 

C N [v\ m = (/j + is)([X h X m }) 
D N {v) u = v{[X h Z j ]) 
A N {v)i,j = v([Zi,Zj\) 

On notera respectivement C^{v), D N {v) et A N {v) les matrices de termes generaux 
donnes par les formules precedentes. On sait que la matrice CV(^) est inversible lorsque 
v parcourt un voisinage V de 0, bien choisi dans n°. 
On pose, de plus : B N (u) = t D N (u). 

La matrice du tenseur en un point quelconque (fj, + is) de fj, + V sera notee Ajv(^). 
Son terme general est le crochet de Poisson {zi, Zj}(fi + is). 
La formule des contraintes de Dirac est alors la suivante : 

(1) A JV (z/) = A N {y) + B N (iy)C N (u)- 1 D N (u) 

On constate finalement que les coefficients D^{y)^j et A^{y)^j sont lineaires en les 
coordonnees (zj(u)), que le coefficient CN{v)i, m est affine en les (zj(u)). II s'en suit 
que la matrice inverse de C^{v) a des coefficients rationnels en les coordonnees (zj(u)). 
Ainsi, chaque crochet de Poisson {zi, Zj} est rationnel en (z±, . . . , Zk). 



2. Le cas d'une algebre de Lie semi-simple. 

2.1. On suppose maintenant que q est une algebre de Lie semi-simple complexe, que 
t) est une sous-algebre de Cartan de q. On definit un systeme de racines A(h), 11(f)) 
une base de racines simples et on note K la forme de Killing qui permet d'identifier q 
a son dual 0*. Soit x G et n un supplementaire quelconque de q x dans g. On note n -1 
l'orthogonal dans g de n relativement a K. Alors, N = x + n 1 - est la structure transverse 
a l'orbite adjointe G.x. 

On peut definir comme precedemment le tenseur de Poisson A^ a partir des bases 
(Zi),(Xj). On considere la base (Zi,Xj), duale de la base precedente relativement a 
K. Necessairement, la famille {Zi) est une base de n 1 - et on identifie n 1 - a C k par 

i=k 

l'application q= (q 1 , . . . , q k ) — > ^ q^. 

i=i 



4 HERVE SABOURIN 

On reprend ensuite les notations precedentes, soit : 

s=k 

C N (q)i, m = Y, K ( X + <lsZ~s, [X h X m ]) 

8 = 1 

s=k 

D N (q) u = Y,K(q s Z; s , [X h Zj]) 

s=l 
s=k 

A N (q)i,j = K (<lsZ s , [Z t , Zj}) 

s=l 

La matrice A N (q) du tenseur A N est encore definie par la formule (1) et ses coefficients 
sont des fonctions rationnelles en (q 1 , . . . , q k ). 

2.2. Nous allons rappeler, dans cette section, quelques faits et notations sur les orbites 
nilpotentes utiles pour la suite. On pourra, pour plus de details sur ce sujet, se referer 
a ([SP-ST]). 

A chaque G-orbite nilpotente O, on sait associer sa classe de conjugaison de Jacobson- 
Morosov de s/ 2 -triplets. Dans cette classe, il existe un unique s/ 2 -triplet (h + ,e,f) tel 
que : 

Vo^G 11(f)), G {0,1,2} 

La suite (aj(/i + )) est la caracteristique de l'orbite. Dans ces conditions, l'element e est 
un generateur de O. 

on considere alors la decomposition de q en sous-espaces propres suivant Taction de 
ad/i + , soit : 

S = 0flM 

Le plus grand entier strictement positif i tel que g(i) ^ est la hauteur de l'orbite et 
sera note h(e). 

Pour les algebres de Lie simples classiques de type sl(V), so(V) ou sp(V), il est souvent 
commode de decrire les orbites nilpotentes en termes de partition de l'entier n = dim V. 
En particulier, l'ensemble des orbites nilpotentes de sl n (C) s'identifie a l'ensemble des 
partitions (pi, . . . ,p s ),Pi > P2 > • • • > Ps avec ^^Pi = n. La hauteur d'une telle orbite 

i 

est egale a 2(pi — 1). 

Enfin, suivant des notations usuelles, a chaque racine a G A(h), on fait correspondre 
les vecteurs-racines (H a , X a , X- a ) d'une base de Chevalley de g. 

2.3. On considere done le cas d'une orbite adjointe nilpotente O = G.e et son s/ 2 - 
triplet associe {h + , e, /), avec h + e h. Soit 5 la sous-algebre de Lie de q, engendree par 
ce s/ 2 -triplet. 

Outre la decomposition de q en sous-espaces propres , sous Taction de ad/i + , on a 
aussi une decomposition de g en composantes irreductibles sous Taction de 5, soit : 

i=h(e) 

i=—h(e) k 

Chaque g(i) est Tespace propre associe au poids entier i, chaque E nk est la composante 
irreductible, suivant Taction de s dans g, de plus haut poids n^. Le centralisateur g e est 
alors engendre par les vecteurs de plus haut poids de cette decomposition. 
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On note J\f h l'ensemble des supplementaires ad /i + -invariants de $j e dans g. Pour 
chaque n dans l'ensemble Mh, on a la decomposition : 

n = 0n(i), n(i) =g(i)nn 

On va voir, dans ce qui va suivre, le role important joue par l'ensemble Mh dans l'etude 
de la structure transverse a l'orbite O. Un premier resultat est relatif a la structure de 
variete de Mh- 

Proposition 2.1 L'espace Mh est une variete algebrique irreductible de dimension : 

i=h(e) 

2 ^2 dim g e (i) (dim $(i) - dim Q e (i)) 

z=0 

On rappelle tout d'abord le resultat classique suivant, ainsi que sa demonstration 
(voir [DI], ch.1.11): 

Proposition 2.2 : Soit Vun C-espace vectoriel de dimension n, W un sous-espace 
de V de dimension d. Alors, V ensemble S des supplementaires de W dans V est un 
ouvert affine de Gr(V,n — d), la grassmanienne de dimension n — d dans V. 

II est bien connu, en effet, que S est un ouvert de Gr(V, n — d). 

Considerons une base (ei, . . . , e n ) de V telle que (e±, . . . , e^) soit une base de W. Soit 
F G S. Alors, pour tout i, d+ 1 < i < n, il existe des scalaires (ajj, 1 < j < d) tels que : 

ei+y aijej G F. II s'en suit que I'application F — ► (a,ij)d+i<i< n est un isomorphisme 

J " l ^~ d 

de varietes de S sur <C d ( n ~ d ). Ainsi, S est un ouvert affine de Gr(V,n — d) et done une 
variete algebrique irreductible de dimension d(n — d). 

Preuve de la proposition 2.1 : L'ensemble M des supplementaires de g e dans g 
est une variete algebrique irreductible dont Mh est une sous-variete. 

Soit i un entier, —h(e) < % < h(e). Designons par Mi la variete des supplementaires 
de Q e (i) = Q e H g(i) dans g(i). En utilisant ce qui precede, on peut affirmer que Mi 
est une variete algebrique irreductible de dimension : dim0 e (i)(dimg(i) — dimg e (i)). 

i=h(e) i=h(e) 

L'application n — > n(i) est alors un isomorphisme de varietes de Mh sur | | Mi- 

i=—h(e) i=—h(e) 

Ceci permet de demontrer le resultat souhaite. 

Theoreme 2.3 : Soit n G Mh- Alors, tous les coefficients de la matrice A N (q) sont 
des fonctions polynomials en la variable q. 

Preuve : ce resultat a ete demontre par R.Cushman et M.Roberts dans ([CU-RO]), 
dans le cas oil n =Im ad /. Les arguments employes peuvent s'adapter sans difficultes 
a cette situation plus generale. 

On peut ausi utiliser les arguments donnes par P.Slodowy ([SL]). En effet, il suffit 
de verifier que le determinant de la matrice Cjy(q) est independant de la variable q. 
Pour cela, on utilise une action p de C* sur la variete N, via l'element h + , introduite 
par T. A. Springer et R.Steinberg dans ([SP-ST], paragraphe 4) et definie de la maniere 
suivante : 

On considere tout d'abord I'application : A : C* — > G donnee par : V£ G C*, X(t) = 
exp Xth + , oil Xt est un nombre complexe tel que : e Xt = t. 
Dans ces conditions, on a : 

Vt G C*,VX G Q(i), Ad X{t).X = fX 
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On obtient alors une action de C* sur la variete N a l'aide de la formule : 

V* G C*,Vv G N,p(t).v = r 2 \(t).v 

On peut, sans pertes de generality, supposer que chaque Zj de la base considered est 
un vecteur de poids — n« et, puisque le supplement aire a ete choisi ad /i + -invariant, que 
chaque Xj est un vecteur poids, de poids i/j. 

On fait agir C* sur le coefficient Cjv(?)j,mj par p, de la maniere suivante : 

p{t).C N {q) hm = CAr(p(t _1 ).Q) ijm 

Ce qui nous donne : 

p{t).C N (q\ m = C N (p{t' 1 ).q) ltm 

= K(p(r 1 )(e + q),[X h X m }) 
= t 2 K(X(r 1 )(e + q),[X l ,X m }) 
= t 2 K(e + q,X(t)[X l ,X m }) 
= t 2+ ^K(e + q, [X h X m \) 
= t 2+ ^C N {q\ m 

Par ailleurs, suivant la definition de p, on a : 

p(t).(q 1 ,...,q k ) = (t- 2 - ni q 1 ,...,t- 2 - n "q k ) 

Ceci implique que chaque coefficient Cjy(q)i jm est quasi-homogene au sens de Slodowy, 
c'est a dire satisfait a la propriete suivante : 

(2) C N (t 2+ ^q 1: . . . , t 2+n *q k \ m = t 2+ ^C N ( Ql , . . . , q k \ m 

Soit A^(q) le determinant de la matrice CV(g). On a : 

■ • • » Qk)) = Yl e ° II C N(p(t~ 1 ).(qi, qk))i,a(i) 

a<=S n i 
aeS n i 

= e t 2+ui+v ^) n °n(qi, . • • , »)^(o 

Or, en se servant de la theorie classique associee a la decomposition de g en s-modules, 
on obtient : 

V<7 G 5„, E ^(i) = E ^ = ~ E nfe = ~ p 

life 

II s'en suit que : 

A N (t 2+ ^ qi ,...,t 2+n "q k ) = A N ( qi ,...,q k ) 

Compte-tenu de la definition des coefficients de Cjv(?), le polynome A N (q) possede 
un terme constant non nul. Ceci implique done que ce determinant est constant. 

II s'en suit que la matrice inverse de C^^q) depend polynomialement de la variable q, 
ce qui demontre le theoreme. 
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2.4. A l'aide de ce qui precede, on peut done definir, pour chaque structure transverse 
N associee a un supplemental n G Afh, une notion de degre. Pour cela, on considere 
le degre d,N,i,j{A) du polynome A;v(<7)ij puis on pose : 

deg N (A) = sup deg N)i)j 
(i,j)e[i,k} 2 

Dans ([DA]), P.A.Damianou a calcule les degres des structures transverses des orbites 
nilpotentes adjointes de gl(n, C), pour n < 7, associees a un certain supplementaire du 
centralisateur. 

II est naturel alors de se poser la question suivante : 

(Ql) : L'ensemble {de<7jv(A), n G A4} est-il reduit a un singleton, e'est a dire 
peut-on dire que le degre d'une structure transverse est independant du choix d'un 
supplementaire ad /i + -invariant ? 

La reponse est non comme le montre 1' exemple qui va suivre. 



2.5. On suppose que q = sZ(4, C) et on considere l'orbite nilpotente associee a la 
partition (3,1). On note (h + ,e,f) le s/2-triplet correspondant comme dans 2.2. La 
caracteristique de cette orbite est (2,0,2), sa hauteur est 4. La base de racines simples 
(aii, Q!2, as) verifie alors : 

a x (h + ) = 2, a 2 (h + ) = 0, a 3 (h + ) = 2 

Dans ces conditions, on peut ecrire : 

e = X ai + X a2+a . A , h + = 2H ai + 2H a2 + 2H az 

Une base de vecteurs-poids de Q e est donnee par : 

Z\ = H ai + 2H a , 2 — H a3 , Z2 = X ai + X a2+a3 

Z3 — X as , Z 4 = X ai+a2 

7 — Y 

^5 yl 011+012+0.3 



Considerons ensuite les vecteurs suivants : 



x 1 




A 2 




A 5 


X— a2 , 


A 6 


= A_ ai , 


A 9 


- V 


A10 


_ V 

yv —Oil —Oi>2—' 



A3 — X ai , A 4 — X a2 

X-j = A_ a3 , A§ = A_ ai _ a2 



Soit n le sous-espace vectoriel de q engendre par les (A i? 1 < i < 10). II s'agit bien d'un 
supplementaire ad /i + -invariant de $j e . 

La base {Zj) que nous choisissons pour l'orthogonal est, a des constantes non nulles 
pres, celle qui est issue de la base de g, duale de la base (Zi,Xj) relativement a K : 

Z\ = H ai + 2H a2 — H a3 , Zi = A_ a2 _ Q3 

Z3 = A_ Q3 , Z4 = X_ ai _ a2 

Z§ A_ Q , 1 _ Q2 _ a3 
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On va ensuite calculer la matrice A! N (q) = B 'n(q)C (q)D n(q) , dont le degre 
donnera celui de la structure transverse iV = e + tr 1 , et on obtient : 



C N (q) = 
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D N (q) = 
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§9492 - 16g?g 4 



/ 



Ceci implique que le degre de la structure transverse iV est 3. 

Considerons maintenant le sous-espace n' de q engendre par les (X^, 1 < i < 
definis par : 

X[ = H ai ,X' 2 = H a2 ,X[ = X,,Vz,3 < i < 10 

II s'agit encore d'un supplementaire ad /i + -invariant de g e . 
La base (Zj) de n L est alors la suivante : 



Zi — H ai 

z 3 = x_ as , 

Z§ X— ai — ol2 — a . i 



2Ha 2 "I - 3i^ Q3 , 



z 2 = x_ 



Ct2— «3 



V 

— a± —ol2 
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On obtient, cette fois, pour la structure transverse N' = e + n' 
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29392 

Ceci nous montre que, dans ce cas, la structure transverse N' est de degre 2. 

II semble, done, en particulier, que les degres calcules par Damianou dans ([DA]) ne 
puissent etre considered comme intrinseques, mais plutot dependants du supplementary 
choisi pour les calculs. 

2.6. on peut egalement se poser la question de savoir si le theoreme 2.3 est encore vrai 
pour un supplemental dans M qui n'est pas dans Mh- Si Ton reprend encore une fois 
l'exemple de l'orbite sous-reguliere de s/ 4 (C), on constate que la reponse est non. 

On considere done a nouveau l'orbite (3, 1) et les notations de 2.5. Soit rii le sous- 
espace vectoriel de q, engendre par les vecteurs (X"), 1 < i < 10, definis de la maniere 
suivante : 



V" TJ V 11 V V" V V" V 

^■1 — n ai, -^2 — n a 2 i A 3 _ A «i) A 4 — JV ' 

x'l = x_ a2 , x'l = X_ ai + X a , A , X" = x_ as , x'l = X 



0:2 
a\ —ct2 



v" v Y" Y 



II s'agit bien d'un supplementary de g e dans q; Cependant, il est facile de verifier que 
ce supplementaire n'est pas ad /i + -invariant. 

Soit Ni = e + la structure transverse correspondante. La base choisie pour 
l'orthogonal est la suivante : 
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L Ctl ) 



^2 



■S* — 0-2— C13 



Ol— «2 



— H ai + 2i^ a2 + 3H a3 , 
Z% = X- as — X, 
% = X_ 

On se place maintenant dans l'ouvert U± — e + Vi de A' - ! defini par 



Les calculs donnent alors 
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•l + 2g 3 


1 




DnM) 



On verifie que la matrice C^q) est inversible, pour q e Vi, et on obtient 
/ 












-2(1- 


93) 








1 













l-2g 3 








-1 








94 



















-1 


-94 








92 







1 - 93 






















-1 














-92 










491 

















1 





















-1 + 93 
















































1 






















0/ 


/° 


-92 





94 


95 \ 













92 


-93 


94 
















95 






















-94 


92 



















93 



























-95 


92 
















-4ft 





-94 






















93 













-4gi 



















\o 


93 





- 


-491/ 














-493 2 

9i94 
V 4 9i95 






-12gi<2 3 (g 3 - 1) 
-12^4(1 - 2g 3 ) 
129i9395 



49! -8g 3 g 4 
12^3(33 - 1) 12gig 4 (l - 2g 3 ) 
9395 


,2 o„ „ 293-1 



-9395 
29293 



9| 



-4<?395 \ 

-12ft^ 3 g 5 

-2^293 
2^294 



293-1 
93-1 



-% - 2g 2 9i 



93-1 







/ 



On voit bien que cette structure n'est pas polynomiale. 



3. Orbites adjointes conormales : quelques resultats. 

3.1. Supposons, maintenant, qu'il existe, dans Aft un supplemental no qui soit une 
algebre de Lie et considerons la structure transverse associee N = e + rig. Suivant 
la terminologie introduite par M.Roberts dans ([RO]), une orbite verifiant une telle 
propriete est dite " conormale" . 
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II est clair que, dans ce cas, la matrice C]y (q) ne depend pas de la variable q. II s'en 
suit que : 

deg No (A) < 2 

On dit alors que la structure transverse N Q est u quadratique" . Un tel resultat a ete 
donne par Oh dans ([OH]). 

II semble done interessant de determiner les orbites nilpotentes adjointes conormales. 
On dispose, a ce sujet, de deux resultats que nous allons expliciter dans les paragraphes 
suivants. 

3.2. Orbites conormales et orbites spheriques. . 

Considerons la sous-algebre de Cartan f) de g, H le sous-groupe de Cartan corres- 
pondant dans G, B le sous-groupe de Borel de G, contenant H, associe a un systeme 
de racines positives A + choisi dans A(f)). U sera le radical unipotent de B. Soit 9 
l'involution de Cartan sur G, telle que Ton ait : 9(B) D B — H. 

On rappelle alors qu'une orbite nilpotente est dite "spherique" si cette orbite contient 
une 5-orbite dense. Ces orbites ont ete classifiees, par exemple par D.Panyushev dans 
([PA 1]) : ce sont celles de hauteur inferieure ou egale a 3. En particulier, les orbites 
nilpotentes spheriques de sl n (C) sont toutes les orbites de hauteur inferieure a 2, defmies 
par les partitions suivantes : (2 a , l 6 ). 

Soit X une G-variete irreductible et X* la variete X munie de Taction de G donnee 
par : 

V 5 E G,Vx* E X*,g.x* = 6{g).x* 

G agit alors sur X x X* par Taction diagonale, soit : g.(x,y) = (g.x, 6(g).y). 
Definition : 

- Un sous-groupe A de G est appele "stabilisateur en position generate" et note s.p.g. 
s'il existe un ouvert Q de X tel que, pour tout y E Q,A y est conjugue d A. 

- Dans ce cas, les points de Q sont appeles "points en position generale" et notes p.g.p. 
Du fait de la semi-continuite de la fonction dimension, tout p.g.p a une G-orbite dans 

X qui est de dimension maximale. 

D.Panyushev, dans ([PA 2], theoreme 1.2.2), enonce et demontre le resultat suivant : 
Theoreme 3.1 : i7 existe un point z = (x, x*) E X x X* tel que : 

1) U x est un s.p.g pour I'action de U dans X. 

2) B x est un s.p.g pour I'action de B dans X . 

3) S = G z = G x n 9(G X ) est un s.p.g pour V action de G dans X x X* . 

4) u x = uns, B x = B n S. 

5) II existe t e H, A + - dominant, tel que : 

(G*)' c S c G t 

Ici, (G*)' designe le sous-groupe derive de G*. 

On suppose maintenant que X = O est une G-orbite, on considere le point z = (x, x*) 
de OxO* donne par le theoreme 3.1, appele encore "point canonique" et t e H Telement 
satisfaisant au 5). On pose : 

Q = G ^ L = G t 

Dans ce cas, S = Q D 9(Q) est un sous-groupe reductif et 6*-invariant de Q. Notons 
b, [, q,s les algebres de Lie respectives de B, L, Q, S. Soit to Talgebre de Lie de S (1 H 
et ti T orthogonal de to dans t, vis-a-vis de K. D'apres le theoreme 3.1, on sait que : 
[ = s © ti. On pose : P = S.B. 

Comme B nQ = B n S, on a done : P H Q = S. 

Lemme 3.2 : P est un sous-groupe parabolique de G contenant B. 
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Preuve : Posons p = s + b. On va montrer en fait que, pour toute racine positive a 
telle que X a e s et pour toute racine positive (3 telle que (3 — a soit une racine, alors le 
vecteur-racine Xp_ a est dans p. Si (3 — a > , ceci est clair. Supposons done (3 — a < 0. 
On a done : (3(t) — a(t) = (3(t) < 0. Comme t est dominant, ceci implique que f3(t) = 
et done que X@ e s. Ainsi, p est une algebre de Lie. II suffit alors d'utiliser le 5) du 
theoreme 3.1 pour en deduire que P est un groupe, ce qui demontre le resultat. 

Theoreme 3.3 : Toute orbite nilpotente spherique est conormale. 

Preuve : On se donne une G-orbite nilpotente spherique adjointe O et on conserve 
les notations precedentes. On peut ecrire : p = s © ti © "p. D'autre part, on a : 
P.x = B.x et, comme x est un p.g.p pour Taction de B dans O, l'orbite B.x est de 
dimension maximale. Comme, de plus, O est spherique, cette _B-orbite est dense dans 
G.x. II s'en suit que : 

dim P.x = dim G.x = dimjj — dimq 

Par ailleurs, on a : 

dim(q + p) = dimq + dimp — dims 

= dim q + dim p x + dim P.x — dim s 
= dimg + dimp 3 ' — dims 
Comme s = p x , on en deduit que : 

dim(q + p) = dimg 
On a, done, pour une telle orbite : 

g = q + p = q © (t x © u p) 

Posons : So = ti © u p- Alors, il est clair que s est une sous- algebre de q et que q est 
le centralisateur dans g d'un point de O, ce qui demontre le theoreme 3.3. 

3.3. Orbites conormales dans sl n (C). Nous nous interessons maintenant aux orbites 
conormales de sl n (C). Certaines de ces orbites ont deja ete exhibees par M.Rais dans 
([RA]). Le meme auteur a aussi prouve, dans des notes non publiees, que toute orbite 
nilpotente minimale et toute orbite nilpotente reguliere d'une algebre de Lie semi-simple 
quelconque etaient conormales. 

Nous nous proposons de demontrer le resultat suivant : 

Theoreme 3.4 : Soit O une orbite nilpotente de sl n (C) de partition (pi,P2, • • • ,Ps) 
telle que : 

Vi, j, 1 < i,j < s, \pi-pj\ < 1 

Alors, O est conormale. 

II faut noter que cette classe d'orbites nilpotentes contient les orbites spheriques et 
l'orbite reguliere. 

La demonstration de ce theoreme est essentiellement technique et repose sur la de- 
termination explicite du centralisateur d'un element convenablement choisi de l'orbite. 

On reprend a ce sujet les notations introduites dans 2.2. La determination des car- 
acteristiques de la famille d'orbites nilpotentes de sl n donnee dans l'enonce du theoreme 
3.4 permet de decomposer celle-ci selon les deux types de partitions suivants : 

• Type I. (j» r ), pr = n. La caracteristique est alors : (-B p_1 , r_1 ) ou B = (0 r_1 , 2). 

• Type II. (p r ,{p— l) s ), rp+s(p— 1) = n. La caracteristique est alors : (S p_1 ,0 r_1 ) 
ou B = (0 r - 1 ,l,0 s - 1 ,l). 
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3.4. Preuve du theoreme 3.4 : le cas du type I.. Soit = {p r ) une orbite de type 
I. L 'ensemble 11(f)) des racines simples peut se decrire de la maniere suivante : 

a kr {h + ) = 2,Vfc, 1 < k <p- 1 
a kr+i {h + ) = 0, V(fc, i)e < k < p - 1, 1 < % < r - 1 

n(fj) = {a kr , Vfc, 1 < fc < p - 1} U {a fer+i , V(fc, i)0<Kp-l, 1 < z < r - 1} 

Posons : 

s=j 
s=i 

X(i,j)=X /kj 

D'autre part, nous noterons dorenavant sl q (U') la sous-algebre de g, isomorphe a sl q (C), 
engendree par le systeme de racines simples II', II' C 11(f)), till' = q — 1. 

Considerons maintenant la decomposition de g en sous-espaces propres suivant Taction 
de ad h + , soit : 

m=p— 1 

= g(2m) 

m=— p+l 

le calcul nous donne, pour tout entier m tel que 1 < m < p — 1 : 

k=p— i 

= s ^(«fcr+i, 1 < i < r - 1)© < # Qfcr , 1 < k < p - 1 > 

k=0 

g(2m) =< X(kr + i,(k + m)r + j), < k < p - m - 1, 1 < z < r, 0<j<r-l> 
Le generateur e de l'orbite est alors donne par : 

i=(p— l)r 

e= X(i,p-l + i) 

i=i 

Venons-en au stabilisateur g e de e dans g. On a la decomposition : 

m=p— 1 

g e = g e (2m) 

ro=0 

Considerons les vecteurs suivants : 

k=p— 1 

Vi,l<i<r-l,X+= £ X afcr+i 

fc=0 
k=p— 1 



fc=0 
k=p— 1 



a kr-\-i 

k=0 
k=p—l 



k=0 



La famille JF (e) = (Xf ', X { , H i} l < i < r — 1) engendre une sous-algebre de g, isomor- 
phe a si r (C). Nous la noterons s/ r (jF (e)). 
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Le calcul nous donne alors, pour tout entier m tel que 1 < m < p — 1 : 
fl e (0) = sl r (F (e)) 

k=p—l 

g e (2m) =< ^2 X (kr + i,(k + m)r + j), 1 < i < r, < j < r - 1 > 

k=0 

L'ensemble {akr+i, < k < p — 2, 1 < z < r — 1} U {a kr , 1 < k < p — 2} definit un 
sous-systeme de racines de n(()), que nous noterons n p (f)). 
Posons : 

g p = s/ (p _ 1)r (IIp(f))) 

Considerons maintenant la sous-algebre parabolique maximale p p de q, obtenue a partir 
du systeme de racines simples n\{a( p _ 1 ) r }. Soit p~ la sous-algebre parabolique opposee 
et u p~ son radical unipotent. On a : p~ = m p © a p © u p~ , avec : 

• rrip = Bp © s/p(a(p_i) r+i , 1 < z < r - 1) 

• a p =< H a{p _ 1)r > 
Soit, enfin : 

s P = g P © o p © "p; 

II est clair, alors, que s p est une sous-algebre de g, que cette algebre est ad /i + -invariante 
et que : g = g e © s p . 

Ceci nous donne le resultat souhaite, en ce qui concerne le type I. 

3.5. Preuve du theoreme 3.4 : le cas du type II. Soit O = (p r , (p— l) s ) une orbite 
de type II. Posons : T = r + s. 

L'ensemble 11(f)) des racines simples se decrit alors de la maniere suivante : 

u k T+r{h + ) = 1, Vfc, < k < p - 2 
U{k + i) T {h + ) = l,Vk, 0< k<p-2 
a kT+ i{h + ) = 0, V(fc, i), 0<fc<p-l,l<i<r-l 
a kT+i {h + ) = 0,V(fc,i), 0<A;<p-2, r + 1 <i <T - 1 

n(fj) = (fc, z), < A; < p - 2, 1 < i < T} U {a (p „ 1)T+i , 1 < z < r - 1} 

On considere ensuite la decomposition de g en sous-espaces propres suivant Taction 
de ad h + , soit : 

m=p— 1 

g= g(2m) © a(2m - 1) 

m=— p+l 

le calcul nous donne, pour tout entier m, 1 < m < p — 1: 

k=p— 1 

(O) =< H akT+r ,H a(k+1)T ,0 <k<p-2>® s/ r (a fcT+ ,, 1 < z < r - 1) 

fc=0 

s/ s (a fer+i ,r + l <z <T-1) 

fc=0 
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g(2m) =< X(kT + i,{k + m)T + j), 1 < i < r, < j < r - 1, 

< k < p — m — 1 > 
© < X(kT + i, (k + m)T + j), r + 1 < i < T,r < j < T - 1, 

< k < p — m — 1 > 



S(2m - 1) =< X(kT + i, (k + m - l)T + j), 1 < i < r, r < j < T - 1, 

< A; < jo — m — 1 > 
© < X(kT + i,{k + m)T + j), r + 1 < % < T, < j < r - 1, 

0<A;<jo-m-l> 

Le generateur e de l'orbite est alors donne par : 



i=n-T 



i=i 



Considerons les vecteurs suivants : 



fc=p— l 

X i = £ Xa kT+i 

k=0 
k=p— 1 

X-i = X- akT+i 
k=0 
k=p— 1 

fe=0 



Les families T Q , r {e) = (X+ , X~, Hi, 1 < % < r - 1) et ^ , s (e) = Xr, r + 1 < i < 
T — 1) engendrent des sous-algebres de 0, isomorphes respectivement a sl r (C) et sl s (C). 
Nous les noterons s/ r (jF 0r (e)) et s/ s (jF 0s (e)). 

Venons-en au stabilisateur Q e de e dans q. On a la decomposition : 



m=p— 1 

e = e (2m)©g e (2m- 1) 

m=0 



On notera io(e) le centre de e (O). Pour des raisons de dimension, on verifie qu'il s'agit 
d'un sous-espace de dimension 1 de I). 
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Le calcul nous donne, pour tout entier m, 1 < m < p — 1 : 
g e (0) = sZ r (J r 0l r(e)) © sl s (F 0:S (e)) © 3„(e) 

k=p— m— 1 

g e (2m) =< X{kT + i, (k + m)T + j),l < % < r, < j < r- 1 > 



fc=0 
k=p— m— 1 



©< X(A;T + i, (& + m)T + j),r + 1 < z < T,r < j < T- 1 > 

fc=0 
k=p— m— 1 

g e (2m-l)=< X(kT + i, {k + m - l)T + j),l < i < r,r < j < T- 1 > 

k=0 
k=p— m— 1 

©< X{kT + i, {k + m)T + j),r + 1 < i < T, < j < r - 1 > 



fc=0 



L'ensemble {ctkT+i, 0<k<p — 2,l<i<r—l}U {ctkT+i, 0<k<p — 3,r<i<T} 
definit un sous-systeme de racines simples de 11(f)), de cardinal n — T — 1, que nous 
noterons n p (f)). Posons, suivant les notations introduites precedemment : 

q p = sl n - T (Jl P ) 

Considerons maintenant la sous-algebre parabolique p p de g, obtenue a partir du 
systeme de racines simples n\{a( p _ 2 )T+r ) a (p-i)r} et p~ la sous-algebre parabolique op- 
posee. On a : = m p © a p © u p~ , avec : 

trip = g p © s/ s (a( p _2)T+i, r + l<i<T-l)© s/ r (o;( p _i) T+ j, 1 < i < r - 1) 
a p =< H a(p _ 1)T , H a(p _ 2)T+r > 

On choisit, ensuite, un supplementaire quelconque de g e fl a p dans a p . II s'agit d'un 
espace de dimension 1, que nous noterons a p . 
Soit, enfin : 5 p = g p © a p © "p p . 

On verifie que s p est une sous-algebre de g, que cette algebre est ad /i + -invariante et 
que : g = g e © s p . 

Ceci demontre completement le theoreme 3.4. 

Pour finir, Je formule egalement la conjecture suivante : 

Conjecture : Les seules orbites nilpotentes conormales de sl n (C) sont celles donnees 
par le theoreme 3.3. 

3.6. Retour aux structures transverses quadratiques. L'exemple de l'orbite (3, 1) 
du paragraphe 2.5 nous montre qu'il existe des structures transverses quadratiques a une 
orbite adjointe correspondant a un supplementaire qui n'est pas une algebre de Lie. 
On peut alors se poser la question suivante : 

(Q2) : La structure transverse a une orbite nilpotente adjointe conormale est-elle 
toujours quadrat ique ? 

Encore une fois, la reponse est non comme le montre l'exemple suivant : 
On considere cette fois l'orbite nilpotente de partition (3, 2) dans g = s/ 5 (C). Cette or- 
bite est conormale, d'apres le theoreme 3.3. Soit (h + , e, /) le s/2-triplet associe, (1, 1,1,1) 
la caracteristique, (ctj), 1 < i < 4, le systeme de racines simples correspondant. On a : 

Une base de vecteurs-poids de g e est donnee par : 
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Z\ — 2H ai — H a2 + H a3 — 2H a4 , Z 2 — X ai + X a . 3 

Z% = X a2 + X a4 , Z 4 = X ai+Ct2 + X a . 3+Ct4 

Z§ X a2 + a3 , Zq X ai + a2 + a3 

y y y v 

n l ^02+03+04, 8 ^-01+02+03+04 

Soit tto la sous-algebre de donnee par la demonstration du theoreme 3.3, telle que : 
= e © Wo- La structure transverse N — e + Uq est done quadratique. 

Considerons maintenant le supplementaire t 
e + 0^. On utilise la base suivante de ti/ : 

Y — Y X = X 

^■l — 01 — 02 — 03— 04 , ^*-2 ^*-— 01—02— 03 , 

X§ X ^_ Q , 2 _ Q , 3 , Xq X— as — a4: 

Xg = X_ a . }) X\q = X_ a4 , 

X\2 = H a2+Ct3) X 13 = H a3+Ct4 , 

Y Y X X X X 

^-15 ^-02 ^045 ^16 ^-01+02 ^03+04 

La base choisie, pour gf , est la suivante : 

Z 1 = 2H ai — H a2 + H as — 2H a4 , Z 2 = X_ ai + X_ a . 3 

Z% = X_ a2 + X^ a4J Z4 = X_ ai _ a2 + X_ a3 _ a4 

y y ~7~ X 

^5 ^-—02—03, ^6 ^—01—02—03 

-^—02—03—04 j Z 8 X— ai — a2 — a3 — a4 

On reprend ensuite les notations precedentes et le calcul nous donne : 



= /mad/ de e , 




Q f et N f = 


Y Y 

^*-3 ^-—02—03—041 




_ y 

yv —01 —02 


x 7 = x_ ai , 


X s 


X— a2 


X\l = H ai+a2 






X 14 = X ai — X a . 3 







Aiv(9) = 
































-75 ?1 2 


15<?ig 2 


-5qiq 2 


3<?2 
{2-3, 2 6 } 


{22,27} 


{22,2s} 





75qf 





-15?s9i 


5<Mi 


3% 


{2:3, 2%} 





-15gig 2 


15g 3 gi 








{^4, 2 6 } 


{24,27} 


{24, 2%} 





5<?1 ?2 


-5<Mi 








{^5, z q} 


{25,27} 


{25,2%} 





3^2 
-{^2,^7} 


-{^3,^} 


— {^4, Z e } 


— {25, Zq} 





{26,2:7} 


{2%, 2:3} 





-{2:3,27} 


-{z 4 ,z 7 } 


-{z 5 ,z 7 } 


-{2 6 ,2 7 } 





{27, z 8 } 


Vo 


-{Z2,Z 8 } 


-{^3,^8} 


— {Z4, Z 8 } 


-{z 5 ,z 8 } 


— {2%, Z 8 } 


~{Z7, 2 8 } 






{22,27} = 


375 2 
—qf + 10g 5 <?i - 5g 4 gi - -42^3 


{22, z 8 } = 


75 2 1 


-y9i<?2 + 10gig 6 - 77^4 


{z 3 ,z 6 } = 


125 2 


— q\ - lO^gi + 5g 4 gi + -q 2 qs 


{z 3 ,z 8 } = 


25 1 


- y<7i<?3 - 10gi?r + 77<M4 


{24, Zq} = 


25 2 5 


-y9i?2 + 2g 2 ?5 - 2?i% 
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75 5 
{z A , z 7 } = -—q\qz - 2q 3 q 5 + -q^ 

3 3 
{z 4 , z s \ = --q 3 q e + -q 2 q 7 + 10gig 2 <?3 

25 5 

i z 5, z 7 } = y<??<?3 + 2q 3 q 5 + ^<?i<?7 

3 3 
{^5, z s } = -q 3 q 6 - -q 2 q 7 - 5gig 2 <?3 

625 25 1 1 

{z & , z 7 } = —qf - y g?<?4 - 5q!q 2 q 3 - 25qfq 5 + 5gig 8 + -q 2 q 7 + 2q 4 q 5 - qj + -q 3 q 6 

125 o 5 r 3 2 3 4 

{^6, ^8} = ^1<?2 + 2^1^294 + 5gig 2 g5 + 2%?3 - T^gs ~ <M6 + 7^4% 

125 o 15 rt r 2 3 2 3 4 

1^7, ^} = — 9i93 - Y qiq3q4 + 25 9i^ - -92% + 2** ~ 3^ 4 ^ 7 + 

On constate, alors, que le degre de la structure transverse N est 4. 
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